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1 Introduction
Ce papier est motive´ par la conjecture d’Andre´-Oort dont voici l’e´nonce´.
Conjecture 1.1 (Andre´-Oort) Soit S une variete´ de Shimura et soit Σ ⊂
S un ensemble de points spe´ciaux. Alors les composantes irre´ductibles de
l’adhe´rence de Zariski de Σ sont des sous-varie´te´s spe´ciales de S.
Cette conjecture a e´te´ re´cemment de´montre´e par Klingler et les deux au-
teurs [27], [14] en admettant l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e. La strategie
consistait a` combiner des me´thodes galoisiennes et ge´ome´triques d’Edixhoven
avec des techniques ergodiques de Clozel-Ullmo. Tre`s re´cemment, Jonathan
Pila a mis en place une strate´gie faisant intervenir des ide´es issues de la
logique pour attaquer la conjecture d’Andre´-Oort [19], [21]. Cette nouvelle
approche a de´ja` permi [20] de de´montrer la conjecture d’Andre´-Oort pour des
produits de courbes modulaires de manie`re inconditionnelle. Qu’on adopte
la strate´gie d’Edixhoven ou celle de Pila, un des ingre´dients majeurs est une
borne infe´rieure suffisamment forte pour la taille des orbites sous Galois des
points spe´ciaux des varie´te´s de Shimura.
Il est a` noter que la strate´gie de Pila ne´cessite des meilleures bornes
que celles requises par la me´thode d’Edixhoven. La minoration de la taille
des orbites sous Galois des points spe´ciaux obtenue dans [27] de´pend de la
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validite´ de l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e et est insuffisante pour les
applications a` la me´thode de Pila. Notons que l’on ne sait pas a` ce jour que
sur l’espace de module Ag des varie´te´s abe´liennes principalement polarise´es
de dimension g ≥ 4 il n’y a qu’un nombre fini de points correspondants a` des
varie´te´s abe´liennes a` multiplication complexe de´finies sur des extensions de
Q de degre´ borne´.
Le but principal de cet article est d’obtenir des minorations pour la taille
des orbites sous Galois de point spe´ciaux utilisables dans la strate´gie de Pila.
Nous obtenons en toute ge´ne´ralite´ ces bornes sous l’hypothe`se de Riemann
ge´ne´ralise´e et dans certains cas de manie`re inconditionnelle. Notons aussi
qu’il n’est pas e´vident de pre´voir exactement le type de bornes ne´cessaire
pour la me´thode de Pila mais nous pensons que celles que nous obtenons
sont difficilement ame´liorables qualitativement et probablement adapte´es aux
applications en vue.
Un point spe´cial x d’une varie´te´ de Shimura de´finit un tore alge´brique T
sur Q et un corps de nombres E = E(x, T ), le corps reflex. Le corps E est
un corps CM. On dispose alors d’un morphisme de tores alge´briques sur Q
dit de re´ciprocite´
r = rx,T : RE := ResE/QGm,E → T.
Soit M un tore alge´brique sur Q. Soit KmM le sous-groupe compact ouvert
maximal de M(Af ). Le groupe de classes hM de M est par de´finition le
groupe fini
hM = M(Q)\M(Af )/KmM .
Le morphisme de re´ciprocite´ r induit au niveau des groupes de classes
une application r : hRE → hT et l’orbite sous Galois du point spe´cial x est
minore´e par le cardinal de l’image de r. Minorer la taille de l’orbite sous
Galois de x revient donc a` minorer le cardinal de l’image de r.
La strate´gie suivie dans ce papier est d’abord de minorer la taille du
groupe de classes de T puis de borner la taille du conoyau de r. Les bornes
obtenues pour la taille de hT sont inconditionnelles et ont la forme voulue.
Nous pouvons minorer le conoyau de r quand le noyau de r est connexe de
manie`re inconditionelle et obtenir les bornes voulues pour l’orbite de Galois
de x dans ce cas. Nous donnons des crite`res assurant la connexite´ du noyau
de r dans la section 4. Par exemple ce noyau est toujours connexe si x est
un point spe´cial de Ag pour g ≤ 3 ou si x est “Galois ge´ne´rique ” pour g
arbitraire.
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Quand le noyau de r n’est pas connexe, l’estimation du conoyau de r
semble eˆtre un proble`me se´rieux de ge´ome´trie alge´brique et de cohomologie
galoisienne que nous n’avons pas su re´soudre sans l’hypothe`se de Riemann
ge´ne´ralise´e.
Pre´cisons un peu la nature des re´sultats obtenus. SoitM un tore alge´brique
sur Q de dimension d. Soit L le corps de de´composition de M et DL la valeur
absolue de son discriminant. Notre but est de donner une borne infe´rieure
pour hM en fonction de DL. Soit X
∗(M) le groupe de caracte`res de M et χM
le caracte`re de la repre´sentation d’Artin correspondante de G = Gal(L/Q).
On conside`re la fonction L d’Artin associe´e que l’on de´note L(s,M) et ρM
son quasi-re´sidu dont la de´finition est donne´e a` la section 2.1.2.
On de´finit ensuite le quasi-discriminant DM de M . Il est de´fini comme
le rapport entre deux mesures de Haar sur M(A). La proposition 3.1 donne
une formule ferme´e qui relie DM au conducteur d’Artin a(M) du module
Galoisien X∗(M) ⊗Q et au cardinal du groupe des composantes du mode`le
de Ne´ron de type fini de M sur Z. Shyr [25] montre la formule :
hMRM = wMτMρMD
1/2
M (1)
ou` wM est la taille du ‘groupe des unite´s de M ’, RM le re´gulateur de M
et τM le nombre de Tamagawa. Il est a` noter que dans le cas du tore M =
ResF/QGmF ou` F est un corps de nombres, on retrouve la formule classique
pour le nombre de classes de l’anneau des entiers de F .
En explicitant et en e´valuant les invariants arithme´tiques de M interve-
nant dans la formule de Shyr (1) on montre que
hMRM ≫ DµL (2)
ou` les constantes ne de´pendent que de d et sont explicites en fonction de
d. La forme pre´cise du re´sultat est donne´e dans le the´ore`me 2.3. Une fois la
formule ferme´e pourDM obtenue les re´sultats principaux sont une minoration
de la forme voulue pour le conducteur d’Artin a(M) (proposition 3.2) et une
estimation de type Brauer-Siegel pour le quasi-re´sidu ρM (proposition 2.1).
Il est a` noter que dans le cas ou` M est un tore de multiplication complexe T
le re´gulateur RT est trivial et nous obtenons une minoration de hT .
On applique ensuite notre formule pour hT au proble`me de minoration
des orbites Galoisiennes des points spe´ciaux dans les varie´te´s de Shimura.
Soit (G,X) une donne´e de Shimura, K un sous-groupe compact ouvert
de G(Af) et ShK(G,X) := G(Q)\(X × G(Af)/K) la varie´te´ de Shimura
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associe´e. On peut sans perte de ge´ne´ralite´ supposer que G est semisimple de
type adjoint.
Soit x = (h, 1) un point spe´cial. Alors le groupe de Mumford-Tate T de
h est un tore de multiplication complexe. Soit KT le sous-groupe compact
ouvert T (Af)∩K de T (Af). On dispose donc d’un morphisme de re´ciprocite´
r: ResE/QGm,E −→ T
ou` comme pre´ce´demment E de´signe le corps reflex de (T, {x}). L’orbite Ga-
loisienne O(x) de x = (h, 1) a pour taille le cardinal de l’image de r((E⊗Af )∗)
dans T (Q)\T (Af)/KT . On de´montre alors dans la section 5.1 que
|O(x)| ≫ Bi(T )|KmT /KT ||Im(r)|
ou` Im(r) de´signe l’image de r((E ⊗Af)∗) dans T (Q)\T (Af)/KmT , B est une
constante ne de´pendant que de la varie´te´ de Shimura ShK(G,X) et i(T ) est
le cardinal de l’ensemble des nombres premiers p tels que la projection de
KT dans T (Qp) n’est pas e´gale a` K
m
T,p.
Quand le point spe´cial x varie dans ShK(G,X) parmi les points tels que rx
est a` noyau connexe, un re´sultat de Clozel et du premier auteur [6] assure que
le conoyau de r est uniforme´ment borne´. On obtient dans ce cas en utilisant
l’e´quation (2) une minoration satisfaisante de |O(x)| sous la forme
|O(x)| ≫ Bi(T )|KmT /KT |DµL (3)
pour un µ explicite. C’est par exemple le cas pour pour un point du module
des varie´te´s abe´liennes principalement polarise´es correspondant a` une varie´te´
abe´lienne simple de dimension g pour g ≤ 3 ou pour un point a` multiplication
complexe “ge´ne´ral du point de vue Galoisien” pour g arbitraire. Les re´sultats
principaux que nous obtenons dans cette direction sont donne´s dans la section
5.2.
Un argument simple montre que le nombre de composantes connexes du
noyau de rx est uniforme´ment borne´ quand x varie parmi les points spe´ciaux
de ShK(G,X). On en de´duit que l’image de r contient l’image de l’e´levation
a` la puissance n de hT dans hT pour n uniforme´ment borne´.
En utilisant l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e on montre dans la section
6 une minoration de l’orbite sous Galois de x de la forme voulue
|O(x)| ≫ Bi(T )|KmT /KT |DµL. (4)
Ce re´sultat est inde´pendant des parties pre´ce´dentes.
Finalement, il est a` noter que Tsimerman (voir [26]) a obtenu des re´sultats
comparables aux notres simultane´ment.
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2 Pre´liminaires
2.1 Formule de classes ge´ne´ralise´e.
Nous rappelons dans cette partie une formule due a` Ono [17] et [18] et
Shyr [25] donnant le nombre de classes d’un tore alge´brique T sur Q qui
ge´ne´ralise la formule classique de Dedekind pour le nombre de classes de
l’anneau des entiers d’un corps de nombres. On de´finit et on estime le quasi-
re´sidu ρT de T qui intervient dans cette formule. On e´nonce un des re´sultats
principaux que nous avons en vue qui donne une minoration du produit du
nombre de classes de hT de T par le re´gulateur RT (the´ore`me 2.3). Dans les
applications a` la multiplication complexe que nous avons en vue le re´gulateur
RT sera toujours e´gal a` 1 de sorte que l’on aura dans ce cas une minoration
du nombre de classes hT .
2.1.1 Nombre de classes des tores.
On note A (resp. Af) l’anneau des ade`les (resp. des ade`les finis) de Q.
Soit G un groupe alge´brique sur Q. Soit K un sous-groupe compact ouvert de
G(Af), le nombre de classe hG(K) de G relativement a` K est de´fini comme
le cardinal de l’ensemble fini G(Q)\G(Af)/K ([22] thm. 5.1).
Si T est un tore sur Q, et p est premier on note KmT,p l’unique sous-groupe
compact ouvert maximal de T (Qp). Alors K
m
T :=
∏
pK
m
T,p est l’unique sous-
groupe compact ouvert maximal de T (Af). Le nombre de classe hT de T est
de´fini comme
hT := hT (K
m
T ). (5)
On note KmT,∞ le sous-groupe compact maximal de T (R). Le groupe
T (Q) ∩KmT,∞KmT est alors fini et on note
wT = |T (Q) ∩KmT,∞KmT |. (6)
2.1.2 Fonction L d’Artin de T et estimations de ρT .
Soit T un tore alge´brique surQ, on noteX∗(T ) le Z-module libre Hom(TQ,Gm,Q)
des caracte`res de T . Pour toute extension E de Q on note X∗(T )E le sous-
module de X∗(T ) forme´ des caracte`res qui sont rationnels sur E. Soit L
un corps de de´composition de T et G = Gal(L/Q) le groupe de Galois de
L sur Q. Le groupe G agit sur X∗(T ) et on note χT le caracte`re de cette
repre´sentation.
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On note L(s, T ) = L(s, χT ) la fonction L d’Artin de´fini par le G-module
X∗(T ) ⊗ C. On dispose d’un produit Eule´rien L(s, T ) = ∏p Lp(s, T ), avec
pour tout nombre premier p
Lp(s, T ) = det(1− p−sFrobp|X∗(T )Ip)−1.
Dans cette somme portant sur les nombres premiers p, p de´signe une place
arbitraire de L au dessus de p, Ip ⊂ Gp de´signe le sous-groupe d’inertie du
groupe de de´composition Gp = Gal(Lp/Qp) et Frobp ∈ Gp/Ip est le Frobenius
en p.
Soit h le nombre de classes de conjugaison de G et χ1, . . . , χh les caracte`res
des repre´sentations irre´ductibles de G. On suppose que χ1 est le caracte`re de
la repre´sentation triviale. Par la the´orie des fonctions L d’Artin [2] [3], si on
a la de´composition χT =
∑h
i=1miχi alors
L(s, T ) = ζ(s)m1
h∏
j=2
L(s, χj)
mj
avec ζ(s) la fonction zeta de Riemann et L(s, χi) la fonction L d’Artin de χi.
Dans cette situation
ρT = lim
s→1
(s− 1)m1L(s, T ) =
h∏
i=2
L(1, χj)
mj (7)
est fini et non nul.
Soit H un sous-groupe de G et χH le caracte`re d’une repre´sentation de
H . On note χ∗H le caracte`re de G induit de χH . Par de´finition, on a donc
χ∗H(α) =
1
|H|
∑
g∈G
χ′H(gαg
−1)
χ′H de´signant l’extension de χH a` G nulle en dehors de H .
Soit H1, . . . , Hr, un syste`me de repre´sentants des sous-groupes cycliques
de G a` conjugaison pre`s. On note 1Hi le caracte`re de la repre´sentation tri-
viale de Hi. Par la the´orie d’Artin, ([17] 1.5.3) il existe des entiers naturels
(m, λi, νi) premiers entre eux dans leur ensemble qui sont de´termine´s par le
G-module X∗(T ) tels que
mχT +
r∑
i=1
λi1
∗
Hi
=
r∑
i=1
νi1
∗
Hi
. (8)
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Soit Fi les sous-corps de L correspondants a` Hi par la the´orie de Galois
on en de´duit une isoge´nie ([17] thm. 1.5.1)
Tm ×
r∏
i=1
(ResFi/QGm)
λi ≃
r∏
i=1
(ResFi/QGm)
νi. (9)
On on aura besoin de l’e´nonce´ suivant de type Brauer-Siegel concernant
la taille de ρT .
Proposition 2.1 Soit d un entier et ǫ un re´el positif. Soit T un tore alge´brique
sur Q de dimension d. Soit L le corps de de´composition de T et DL la va-
leur absolue du discriminant de L. Il existe des constantes c1 = c1(d, ǫ) et
c2 = c2(d, ǫ) (de´pendants uniquement de d et ǫ) telles que
c1D
−ǫ
L ≤ ρT ≤ c2DǫL. (10)
Preuve. On de´duit de l’e´quation (9) l’ e´galite´ de fonctions L
L(s, T )m
r∏
i=1
ζFi(s)
λi =
r∏
i=1
ζFi(s)
νi
ou` l’on note ζE(s) la fonction zeˆta d’un corps de nombres E. Pour tout
i ∈ {1, . . . , r}, ζFi(s) a un poˆle simple de re´sidu note´ ρFi. Soit m1 l’ordre du
poˆle en s = 1 de L(s, T ). On trouve que
mm1 =
r∑
i=1
(νi − λi)
et
ρmT =
r∏
i=1
ρνi−λiFi .
Quand T varie parmi les tores de dimension d, il n’y a qu’un nombre fini
de possibilite´s pour le groupe de Galois G comme groupe abstrait. Quand G
est fixe´, il n’y a qu’un nombre fini de possibilite´s a` isomorphismes pre`s pour
X∗(T )⊗Q comme G-module. Comme les entiers m, λi, νi ne de´pendent que
du G-module X∗(T ) ⊗ Q, ils sont borne´s quand T parcourt l’ensemble des
tores alge´briques sur Q de dimension d.
On est donc ramene´ au lemme suivant.
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Lemme 2.2 Soit d un entier et ǫ un re´el positif. Soit L une extension ga-
loisiennne de Q de degre´ d et soit E une sous-extension de L. Il existe des
constantes c′1 = c
′
1(d, ǫ) et c
′
2 = c
′
2(d, ǫ) (ne de´pendants que de d et ǫ) telles
que
c′1D
−ǫ
L ≤ ρE ≤ c′2DǫL.
D’apre`s ([16] XVI-1) lemme 1, on sait que ρE ≪ DǫE. On a par ailleurs la
relation DL = D
[L:E]
E NE/Q(DL/E) ou` DL/E de´signe le discriminant relatif et
NE/Q la norme de E a` Q. Ceci de´montre la majoration du lemme.
Pour la minoration, on utilise ([16] XVI-2) the´ore`me 2 qui assure que
ρE ≫ ρLD−
ǫ
2
L
et ([16] XVI-2) the´ore`me 1 qui assure que
ρL ≫ D−
ǫ
2
L .
2.1.3 Mesures de Haar sur T (A) et le quasi-discriminant DT .
Soit T un tore alge´brique sur Q de rang r. Soit v une place de Q et rv le
rang de X∗(T )Qv . Soit χv,1, . . . , χv,rv une Z-base de X
∗(T )Qv et
πv : T (Qv)→ (R×+)rv
x 7→ πv(x) = (|χv,i(x)|v)1≤i≤rv .
Pour v =∞, π∞ induit un isomorphisme π∞ : T (R)/KmT,∞ ≃ (R×+)r∞ . On
note
dt∞ := π∞∗(∧r∞i=1
dti
ti
)
et ν∞ la mesure de Haar sur T (R) amalgamant dt∞ et la mesure de Haar
normalise´e sur KmT,∞.
Pour v = p fini, πp induit un isomorphisme πp : T (Qp)/K
m
T,p ≃ Zrp. On
note dtp le pull-back par πp de la mesure discre`te sur Z
rp et νp la mesure de
Haar sur T (Qp) amalgamant dtp et la mesure de Haar normalise´e sur K
m
T,p.
On obtient ainsi une mesure de Haar
νT :=
∏
v∈ΣQ
νv (11)
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sur T (A).
Soit ω une forme diffe´rentielle Q-rationelle non nulle de degre´ maximal
sur T . Pour tout v ∈ ΣQ, ω induit une mesure de Haar |ωv| sur T (Qv). On
sait alors que
|ωT | := |ω∞|
∏
p∈ΣQ,f
Lp(1, T )|ωp| (12)
de´finit une mesure de Haar dite de Tamagawa sur T (A) inde´pendante du
choix de ω.
Il existe alors une constante positive cT telle que |ωT | = cTνT . On appelle
alors le quasi-discriminant de T le nombre
DT :=
1
c2T
. (13)
2.1.4 Formule de classes d’un tore alge´brique.
Soit T un tore sur Q, Shyr [25] montre la formule de classes suivante :
hTRT = wT τTρTD
1
2
T . (14)
Dans cette formule RT est le re´gulateur de T de´fini comme le covolume
de l’image du re´seau des unite´s T (Q) ∩KmT dans Rr∞−r ([17], p. 131) et τT
est le nombre de Tamagawa de T ( [17], 3.5).
Quand T = ResF/QGm,F pour un corps de nombres F , on ve´rifie que
hT = hF est le nombre de classes de F , RT = RF est le re´gulateur de F ,
wT = wF le nombre de racines de l’unite´ de F , ρT = ρF est le re´sidu en 1 de
la fonction zeˆta du corps F . Soit r (resp. s) le nombre de places re´elles (resp.
complexes a` conjugaison complexe pre`s) de F et DF la valeur absolue du
discriminant de F . Alors DT =
DF
22r(2π)2s
. Comme dans cette situation τT = 1,
on retrouve la formule classique de la the´orie des nombres :
hFRF = 2
−r(2π)−swFρFD
1
2
F .
2.1.5 Minoration du nombre de classes d’un tore alge´brique.
Nous pouvons maintenant e´noncer un des re´sultats principaux que nous
avons en vue.
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The´ore`me 2.3 Soit d un entier positif. Il existe des constantes positives
λ(d) et B(d) telles que pour tout tore alge´brique T sur Q de dimension d et
tout ǫ > 0, il existe une constante positive c(d, ǫ) telle que
hTRT ≥ c(d, ǫ)B(d)i(L)D
λ(d)
2
−ǫ
L . (15)
Dans cette e´quation L de´signe le corps de de´composition de T , DL de´signe
la valeur absolue du discriminant de L et i(L) de´signe le nombre de nombres
premiers divisant DL.
Si le re´gulateur RT est trivial on obtient une minoration de hT . On
verra que c’est le cas pour les tores associe´s a` la multiplication complexe.
La constante λ(d) est explicite´e dans la de´finition 3.4. Elle est facilement
calculable pour d fixe´ et on pourrait l’e´tudier quand d varie. Un calcul a` la
main donne par exemple λ(1) = 1, λ(2) = λ(3) = 2
5
, λ(4) = λ(5) = 4
11
et
λ(6) = λ(7) = 1
5
. Un test de parite´ simple dans la de´finition de λ(n) montre
que pour tout n ∈ N, λ(2n) = λ(2n+ 1).
La preuve du the´ore`me sera donne´e dans la section 3.4 et sera une conse´quence
simple d’estimations sur les invariants wT , τT , ρT et DT intervenant dans la
formule de Shyr (14).
2.2 Mode`les entiers des tores
2.2.1 Conducteurs d’Artin
Soit p un nombre premier et K une extension finie de Qp. On note OK son
anneau d’entiers, mK l’ide´al maximal de OK et κK = Fq son corps re´siduel.
On note OhsK le hense´lise´ stricte de OK et K
hs le corps des fractions de OhsK .
Soit π une uniformisante de OK , on normalise la valuation v de K de sorte
que v(π) = 1. La valeur absolue associe´e est alors |α| = q−v(α).
Soit L une extension finie galoisienne de K. On note G = Gal(L/K) le
groupe de Galois de L sur K. Soit
∆−1 := G ⊃ ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ . . .
la filtration de´croissante de ramification avec ∆0 = I le sous-groupe d’inertie
et ∆1 le sous-groupe d’inertie sauvage. On note gi = |∆i|.
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Soit V une repre´sentation line´aire complexe de dimension finie de G, le
conducteur d’Artin a(V ) de V est de´fini ([24] VI-2) par
a(V ) :=
∑
i≥0
gi
g0
dim(V/V ∆i). (16)
Quand V est mode´re´ment ramifie´ a(V ) = dim(V/V I) et a(V ) = 0 quand V
est non ramifie´.
2.2.2 Mode`les entiers des tores
On fixe encore un nombre premier p et une extension finie K de Qp. Soit
T un tore sur K de dimension d. Il existe un mode`le T de T sur OK de
type fini et lisse sur OK tel que T (O
hs
K ) est le sous-groupe maximal borne´ de
T (Khs). On dira que T est le mode`le de Ne´ron-Raynaud de type fini de T .
Dans cette situation T (OK) est le sous-groupe compact maximal de T (K).
Le mode`le de Ne´ron-Raynaud TNR de´fini dans [4] est un mode`le lisse de
T sur OK tel que T
NR(OhsK ) = T (K
hs). Ce mode`le est localement de type fini
sur OK .
Les composantes de l’e´le´ment neutre de T et TNR co¨ıncident. On note
T 0 la composante de l’e´le´ment neutre de T et φ(T ) := T/T 0 le groupe des
composantes connexes de T . Alors φ(T ) est un sche´ma en groupe fini e´tale
et est de´termine´ par le G-module φ(T )(Qp).
Soit L le corps de de´composition de T . Soit
R := ResL/KTL = ResL/KG
d
m,L
alors
R = ResOL/OKG
d
m,OL
.
Le tore T se plonge canoniquement dans R.
Soit TOK la fermeture sche´matique de T dans R, alors T s’obtient a` partir
de TOK par un proce´de´ de lissage de´crit dans [4], voir aussi ([5] section 3). Si
l’extension L de K est mode´re´ment ramifie´e par le the´ore`me 4.2 de [8], TOK
est lisse et co¨ıncide donc avec T .
On aura besoin du re´sultat suivant dans la suite.
Proposition 2.4 Il existe une constante Φ = Φ(d) (ne de´pendant que de d)
telle que pour tout tore T de dimension au plus d sur K
|φ(T )| ≤ Φ(d). (17)
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Comme le mode`le de Ne´ron-Raynaud (de type fini ou non) commute au
changement de base non ramifie´, on peut pour calculer |φ(T )| supposer que
K = Khs. Si L est le corps de de´composition de T , alors G = Gal(L/K) = I
est le groupe d’inertie.
Soit Ts le sous-tore de´ploye´ maximal de T et Ta le tore quotient anisotrope
T/Ts. D’apre`s [5] lemme 11.2, en passant aux mode`les de Ne´ron-Raynaud de
type fini sur OK , on obtient une suite exacte courte
1→ Ts → T → Ta → 0.
Lemme 2.5 On a l’e´galite´ φ(T ) = φ(T a).
Preuve. Comme T s = G
d′
m,OK
pour un certain d′ ≤ d, T s est connexe et la
suite exacte pre´ce´dente induit une suite exacte courte
1→ Ts0 → T 0 → Ta0 → 0.
Le lemme s’obtient alors par une application du lemme du serpent.
On peut donc supposer que T est anisotrope sur K. Alors X∗(T )I = 0 et
par [29] cor. 2.19 on en de´duit que |φ(T )| = |H1(I,X∗(T ))|. Comme T est de
dimension d1 ≤ d, et L est le corps de de´composition de K, I = Gal(L/K)
agit fide`lement sur X∗(T ) = Zd1 . Le nombre de sous-groupes finis de GLd1,Z
a` conjugaison pre`s est fini. Il existe donc qu’un nombre fini de possibilite´s
pour |H1(I,X∗(T ))|. Ceci termine la preuve de la proposition 2.4.
2.2.3 Mesure de Haar et conducteur d’Artin
On garde les notations de la section pre´ce´dente. On note ω(T ) la puissance
exte´rieure maximale de l’espace des 1-formes diffe´rentielles sur T . C’est un
OK-module libre de rang 1 et on choisit un ge´ne´rateur ω de ω(T ). La mesure
de Haar |ω| associe´e sur T (K) est inde´pendante du choix de ω.
Fixons un isomorphisme φ : TL → Gdm,L. Le mode`le de Ne´ron-Raynaud
de type fini de Gdm,L est G
d
m,OL
. Soit ω0 un ge´ne´rateur de φ
∗(ω(Gdm,OL)) et|ω0| la mesure de Haar sur T (L) associe´e.
Soit a(T ) le conducteur d’Artin de la repre´sentationX∗(T )⊗Q de Gal(L/K).
Gross et Gan ([12] sections 4-5 ) montrent qu’il existe une classe Θ ∈ OK/O×2K
telle que
v(Θ) = a(T )
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et telle que ω0√
Θ
soit rationnelle sur K. Par le the´ore`me 7.3 de [12] on a
|ω| = |ω0||√Θ| (18)
La proposition 4.7 de [13] montre alors que∫
T 0(OF )
Lp(1, T )|ω| = 1. (19)
Le re´sultat de Gross est en fait beaucoup plus ge´ne´ral. Il s’applique a` un
groupe re´ductif arbitraire sur K et aux mode`les entiers sur OK donne´s par la
the´orie de Bruhat-Tits. Dans le cas d’un tore, ces mode`les co¨ıncident avec les
mode`les de Ne´ron-Raynaud de type fini. Dans les notations de [13] le motif
M qui apparaˆıt est juste X∗(T ) pour un tore de sorte que l’on a la relation
det(1− F |M∨(1)I) = det(1− F
p
|X∗(T )I) = Lp(1, T )−1.
3 Le quasi-discriminant DT .
Soit T un tore sur Q de dimension d. Soit L le corps de de´composition
de T . Le but de cette partie est de donner une formule ferme´e pour le quasi-
discriminant DT de T et de comparer DT a` la valeur absolue du discriminant
DL de L.
Soit T le mode`le de Ne´ron-Raynaud de type fini de T sur Z. Pour tout
nombre premier p, T p := T Zp est le mode`le de Ne´ron-Raynaud de type fini
de TQp sur Zp de´crit dans la section 2.2.2. Soit φT,p := φ(T p) le groupe des
composantes de T p. On note a(T ) le conducteur d’Artin de X
∗(T )⊗Q. Donc
a(T ) =
∏
p p
ap(T ) ou` ap(T ) est le conducteur d’Artin de X
∗(TQp)⊗Q.
Soit S := ResC/RGm,C le tore de Deligne. On a une de´composition en
produit direct sous la forme
TR = G
a
m,R × Sb × SO(2)cR (20)
avec dim(T ) = a + 2b+ c ([28], p. 106).
3.1 Une formule ferme´e pour DT
Le but de cette section est de montrer la formule ferme´e suivante pour le
quasi-discriminant DT de T .
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Proposition 3.1 On a
DT =
a(T )
22a(2π)2b+2c
∏
p |φT,p(Fp)|2
(21)
Preuve. Soit ω(T ) la puissance exte´rieure maximale de l’espace des 1-
formes diffe´rentielles invariantes sur T . Alors ω(T ) est un Z-module libre de
rang 1 dont on fixe un ge´ne´rateur ω.
Soit L le corps de de´composition de T . Fixons un isomorphisme φ : TL →
Gdm,L. Soit α0 un ge´ne´rateur du Z-module libre de rang 1 ω(G
d
m,Z) et ω0 :=
φ∗α0. D’apre`s [12] cor. 3.7, il existe D ∈ Q∗/Q∗2 tel que ω0√D est rationnel sur
Q.
On peut fixer un repre´sentant D dans Q∗ de la manie`re suivante. Pour
tout nombre premier p, on note ωp et ω0,p les diffe´rentielles invariantes sur
TQp induites par ω et ω0. D’apre`s les re´sultats de la section 2.2.3, il existe
Θp ∈ Qp/Q∗2p , ve´rifant vp(Θp) = a(X∗(TQp)), tel que
ω0,p√
Θp
(22)
soit rationnel sur Qp et tel que
|ωp| = |ω0,p||√Θp| .
Comme
ω0,p√
D
et
ω0,p√
Θp
sont deux formes diffe´rentielles invariantes ration-
nelles sur TQp on voit que vp(D)− vp(Θp) est pair. En changeant D en Dp2k
pour un k convenable, on peut supposer que
vp(D) = vp(Θp) = a(X
∗(TQp)).
On peut donc en notant ap = a(X
∗(TQp)) choisir D au signe pre`s sous la
forme
D = ǫ(T )
∏
p
pap = ǫ(T )a(T )
avec ǫ(T ) = ±1.
On suppose dans la suite que D est ainsi normalise´. Le signe ǫ(T ) de´pend
de TR. Un calcul direct utilisant la de´composition (20) de TR montre que
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ib+cω0,∞ est rationnelle sur TR. Comme la forme diffe´rentielle
ω0,∞√
ǫ(T )
est aussi
rationnelle sur TR, on en de´duit que ǫ(T ) = (−1)b+c.
Un choix normalise´ de D est donc
D = (−1)b+ca(T ).
Soit νT = ν∞
∏
p νp la mesure de Haar sur T (Af) de´finie dans la section
2.1.3. En utilisant la forme invariante Q-rationelle ω0√
D
dans la de´finition de
|ωT | et l’e´quation (22), on trouve
|ωT | = |ω0,∞|√
a(T )
∏
p
|ωp|Lp(1, T )
et par de´finition
νT =
√
DT |ωT |.
Un calcul simple aux places re´elles utilisant la de´composition (20) de TR
montre que
|ω0,∞| = 2a(2π)c+bνT,∞.
Fixons un compact U∞ de T (R) d’inte´rieur non vide et suffisamment
re´gulier. Alors
∫
U∞×
∏
pK
m
T,p
|ωT | = 1
2a(2π)b+c
√
DT
∫
U∞
|ω0,∞| =
∫
U∞
|ω0,∞|√
a(T )
∏
p
∫
Km
T,p
|ωT,p|Lp(T, 1).
Par de´finition du mode`le de Ne´ron-Raynaud de type fini de T , T p(Zp) =
KmT,p pour tout premier p.
On en de´duit que∫
Km
T,p
|ωT,p|Lp(T, 1) = |φT,p(Fp)|
∫
T 0p(Zp)
|ωT,p|Lp(T, 1) = |φT,p(Fp)|
en utilisant l’e´quation (19). Ceci termine la preuve de la proposition 3.1
3.2 Minoration de a(T ) et de DT .
On conserve les notations de la section 3. Le but de cette partie est de
montrer les minorations suivantes du conducteur d’Artin a(T ) et du quasi-
discriminant DT de T .
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Proposition 3.2 Soit d un entier positif. Il existe de constantes c(d), c′(d),
A(d) et λ(d) strictement positives telles que pour tout tore T sur Q de di-
mension d dont le corps de de´composition est L, on a
a(T ) ≥ c(d)Dλ(d)L . (23)
et
DT ≥ c′(d)A(d)i(L)Dλ(d)L . (24)
Dans cette dernie`re e´quation i(L) de´signe le nombre de nombres premiers
divisant DL.
La minoration de DT est une conse´quence de la minoration de a(T ), de la
formule ferme´e pour DT donne´e a` la proposition 3.1 et de la majoration du
cardinal du groupe des composantes du mode`le de Ne´ron T de T obtenue a`
la proposition 2.4. On peut prendre A(d) = 1
Φ(d)2
(avec les notations de 2.4)
et c′(d) = c(d)
(2π)2d
.
Les constantes λ(d) et c(d) sont explicite´es dans les de´finitions 3.4 et 3.6.
On utilisera essentiellement le lemme e´le´mentaire suivant.
Lemme 3.3 Soit X un Q-vectoriel de dimension d muni d’une action fide`le
ρ d’un groupe cyclique I = Z/nZ pour un entier n =
∏
pnp . Soit φ(x) la
fonction indicatrice d’Euler. Le nombre nρ de caracte`re non triviaux de I
intervenant dans X ⊗ C ve´rifie
nρ ≥
∑
p|n
φ(pnp)− ǫ(n)
avec ǫ(n) = 0 si n2 6= 1 ou n = 2 et ǫ(n) = 1 sinon. En particulier∑
p|n φ(p
np)− ǫ(n) ≤ d.
Preuve. Soit σ un ge´ne´rateur de I. Alors ρ(σ) est diagonalisable dans
X ⊗ C. Les valeurs propres de σ sont des racines n-ie`mes de l’unite´. Soit
d1, d2, . . . , dr les ordres des valeurs propres de σ. Comme l’action est fide`le
les di ne sont pas e´gaux a` 1. Si (x1, . . . , xs) est un s-tuple d’entiers on note
p(x1, . . . , xs) le plus petit commun multiple des xi. Comme σ est d’ordre n, on
a p(d1, . . . , dr) = n. Si σ admet une valeur propre d’ordre di, l’irre´ductibilite´
des polynoˆmes cyclotomiques sur Q montre que σ admet toutes les racines
primitives di-ie`me de l’unite´ comme valeurs propres. Comme les valeurs
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propres de σ de´terminent des caracte`res de I intervenant dans X ⊗C, on en
de´duit que
nρ ≥
r∑
i=1
φ(di).
Il suffit donc de minorer le second membre de cette ine´galite´ par
∑
p|n
φ(pnp)− ǫ(n)
quand (d1, . . . , dr) varie parmi les diviseurs de n tels que p(d1, . . . , dr) = n.
On note vp la valuation p-adique normalise´e sur Q. Pour tout nombre
premier p divisant n, il existe un entier i ∈ {1, . . . , r} tel que vp(di) = vp(n).
En divisant les entiers di convenablement, on peut supposer que pour tout
p divisant n et pour tout i ∈ {1, . . . , r}, vp(di) = vp(n) ou vp(di) = 0 et
qu’il existe un indice i tel que vp(di) = vp(n). On obtient alors le re´sultat
en remarquant que si a et b sont des entiers premiers entre eux φ(ab) =
φ(a)φ(b) ≥ φ(a) + φ(b) de`s que min(a, b) ≥ 3 et que si a est impair φ(2a) =
φ(a) = φ(a) + φ(2)− 1.
De´finition 3.4 On de´finit les fonctions sur N∗,
ψ(s) := max{n =
∏
pnp ∈ N|
∑
p|n
φ(pnp)− ǫ(n) ≤ s}
et
λ(s) := min
n=
∏
pnp≤ψ(s)
∑
p|n φ(p
np)− ǫ(n)
n− 1 . (25)
Lemme 3.5 Soit T un tore sur Q de dimension d, L son corps de de´composition
et RL := ResL/QGm,L. Soit p une place de L divisant un premier p. On
suppose l’extension locale Lp/Qp mode´re´ment ramifie´e. On note Dp et Ip le
groupe de de´composition et le groupe d’inertie en p. Soit ap(T ) et ap(RL) les
conducteurs d’Artin des Dp-modules X
∗(TQp) et X
∗(RL,Qp) respectivement.
Alors
ap(T ) ≥ λ(d)ap(RL). (26)
Preuve. Soit χT le caracte`re du Ip-modules X
∗(TQp) ⊗ C et χR celui de
X∗(RL,Qp)⊗C. Soit aIp le caracte`re de la repre´sentation d’Artin de Ip. Si on
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note< , >Ip le produit scalaire hermitien canonique sur l’espace des fonctions
centrales sur Ip, alors d’apre`s Serre ([24], VI-2),
ap(T ) =< χT , aIp >Ip, et ap(RL) =< χR, aIp >Ip .
Comme l’extension Lp/Qp est mode´re´ment ramifie´e le groupe d’inertie
Ip est cyclique d’ordre ep. Comme L est le corps de de´composition de T ,
Gal(L/Q) agit fide`lement surX∗(T ). Comme Ip est un sous-groupe deGal(L/Q),
il agit aussi fide`lement sur X∗(T ). Dans cette situation aIp est le caracte`re de
la repre´sentation d’augmentation de Ip ([24], prop. 2, p. 108). Par de´finition
aIp est donc la somme des caracte`res non triviaux de Ip = Z/epZ.
On en de´duit que ap(T ) est minore´ par le nombre de caracte`res distincts
non triviaux de Ip apparaissant dans X
∗(T ) ⊗ C. Le re´sultat est alors une
application du lemme 3.3 et du fait que ap(RL) = ep − 1.
De´finition 3.6 Soit s un entier, on note α(s) l’ordre maximal d’un sous-
groupe fini de GLs(Q).
On de´finit alors
c(s) =
∏
p≤s+1
1
pα(s)2
. (27)
Des bornes tre`s pre´cises sur α(s) sont donne´es dans [11] et [10].
On peut maintenant de´montrer la proposition 3.2 avec les constantes λ(d)
et c(d) de 3.4 et 3.6. D’apre`s [24] VI-3, on a
a(T ) =
∏
p
pap(T ) et a(RL) =
∏
p
pap(RL).
Si p > d + 1, soit p une place de L au dessus de p. Le groupe d’inertie Ip
agit fide`lement dans X∗(T ) car L est le corps de de´composition de T . Le
lemme 3.3 assure qu’il n’y a pas de sous-groupes cycliques d’ordre p dans Ip.
La ramification en p est donc mode´re´e et par le lemme 3.5
pap(T ) ≥ (pap(RL))λ(d)
Soit p un nombre premier plus petit que d+ 1. Comme L est le corps de
de´composition de T , le groupe de Galois G agit fide`lement dans X∗(T ). En
particulier dim(X∗(RL)) = [L : Q] = |G| ≤ α(d) et une majoration simple
du conducteur d’Artin utilisant la de´finition donne ap(RL) ≤ α(d)2.
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Comme ap(T ) ≥ 0 et λ(d) ≤ 1 on obtient
pap(T ) ≥ 1
pα(d)2
(pap(RL))λ(d).
Comme DL = a(RL), on finit la preuve de la proposition 3.2 en combinant
les re´sultats obtenus pour les diffe´rents nombres premiers p.
3.3 Les invariants cohomologiques de T .
On garde les notations pre´ce´dentes, en particulier T est un tore sur Q de
dimension fixe´e r. Le but de cette partie est de donner des bornes uniformes
pour la taille du nombre de Tamagawa τT de T . Les bornes que nous avons
en vue seront des conse´quences imme´diates de l’interpre´tation cohomologique
de cette quantite´.
On utilise les notations de l’appendice de Kottwitz et Shelstad [15] concer-
nant la dualite´ de Tate-Nakayama. On note donc pour tout tore S sur Q
H i(A, S) := H i(Q, S(A))
H i(A/Q, S) := H i(Q, S(A)/S(Q))
et keri(Q, S) le noyau de l’application naturelle H i(Q, S) → H i(A, S). On
note H˜ i(., .) les groupe de cohomologie modifie´s a` la Tate correspondants.
3.3.1 Estimation de τT .
Le but de cette partie est de montrer l’estimation de τT suivante.
Proposition 3.7 Il existe des constantes positives c1(r), et c2(r) ne de´pendant
que de r telles que pour tout tore T sur Q de dimension r :
c1(r) ≤ τT ≤ c2(r). (28)
D’apre`s le re´sultat principal de Ono [18] on a
τT =
|H1(Q, X∗(T ))|
|ker1(Q, T )| . (29)
On a H1(Q, X∗(T )) = H1(Q,Zr) et Gal(Q/Q) ope`re via un sous-groupe
fini G de GLr(Z). En utilisant la suite d’inflation-restriction ([24] VII-6), on
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ve´rifie que H1(Q,Zr) = H1(G,Zr). A r fixe´, il n’y a, a` isomophisme pre`s,
qu’un nombre fini de choix pour G. On en de´duit une borne uniforme pour
|H1(Q, X∗(T ))| en fonction de r.
Par ailleurs, un calcul de cohomologie Galoisienne utilisant la dualite´
de Nakayama-Tate ([18] 2.2–2.3) montre que ker1(Q, T ) est un quotient
de H2(Q, X∗(T )). Comme pre´ce´demment on ve´rifie que H2(Q, X∗(T )) =
H2(G,Zr) pour un sous-goupe G de GLn(Z). On en de´duit que |ker1(Q, T )|
est aussi uniforme´ment borne´ en fonction de r. Ceci termine la preuve de la
proposition au vu de l’expression de τT dans l’e´quation (29).
3.4 Preuve du the´ore`me 2.3
Il s’agit juste de collecter les re´sultats des parties pre´ce´dentes en partant
de la formule de classe de Shyr pour T donne´e a` l’e´quation (14) :
hTRT = wT τTρTD
1
2
T .
On remarque que w(T ) ≥ 1 car c’est un entier. On pourrait borner w(T )
en fonction de d mais nous n’en n’auront pas d’usages. Les minorations de
ρ(T ) (prop. 2.1), de DT (prop. 3.2) et de τT (prop. 3.7) permettent de finir
la minoration de hTRT recherche´e au the´ore`me 2.3.
4 Connexite´ du noyau des morphismes de re´ciprocite´s.
4.1 Corps de multiplication complexe et types CM.
Soit E un corps CM de degre´ 2g sur Q. Soit F son sous-corps totalement
re´el maximal. On note Ec (resp. F c ) la cloˆture Galoisienne de E (resp. F )
et ρ ∈ Aut(Ec/Q) la conjugaison complexe. On pose
J = Hom(E,Q) = Gal(Ec/E)\Gal(Ec/Q)
et on fixe un type CM Σ ⊂ J de sorte que
J = Σ ∪ Σρ et Σ ∩ Σρ = ∅.
On notera contrairement aux parties pre´ce´dentes g := Gal(Ec/Q) re´servant
la lettre G pour les groupes re´ductifs intervenants dans la suite. Le groupe
de Galois g ope`re a` droite transitivement et fide`lement sur J . On indexe
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les e´le´ments de Σ par les indices {1, . . . , g} et ceux de Σρ par les indices
{−1, . . . ,−g} avec la convention que k.ρ = −k pour tout k ∈ {1, . . . , g}.
Soit Cg := (Z/2Z)
g ⋊ Sg le centralisateur de ρ dans SJ = S2g. Par conven-
tion Cg et Sg ope`rent a` droite sur J par permutation. Pour σ ∈ Sg et tout
k ∈ {1, . . . , g} on a k.σ = σ−1(k) et (−k).σ = −σ−1(k).
On dispose du re´sultat suivant de Dodson ([7] 1.1).
Proposition 4.1 (a) On a une suite exacte
1→ (Z/2Z)v → g→ g0 → 1.
Dans cette suite (Z/2Z)v est identifie´ au sous-groupe Gal(Ec/F c) de g et
g0 := Gal(F
c/Q). On a toujours v ≥ 1 car le groupe engendre´ par ρ est un
sous-groupe de (Z/2Z)v.
(b) Le groupe g muni de son action sur J s’identifie a` un sous-groupe
de Cg. Le groupe g0 s’identifie a` un sous-groupe de Sg, il agit transitivement
sur {1, . . . , g} et il agit sur le sous-groupe (Z/2Z)v ⊂ (Z/2Z)g de Cg par
permutation des coordonne´es.
(c) On peut e´crire
g = ∪σ∈g0(Z/2Z)v(s(σ), σ) ⊂ Cg (30)
ou` (s(σ), σ) est un rele´vement arbitraire de σ. Soit j : (Z/2Z)g → (Z/2Z)g/(Z/2Z)v
la surjection canonique. Alors js : g0 → (Z/2Z)g/(Z/2Z)v est un 1-cocycle.
On note h = Gal(Ec/E) et on pose
Σ˜ := {α ∈ g, hα ∈ Σ} = ⊔gi=1hαi.
On rappelle que le type CM Σ est dit primitif si il ne provient pas d’un
type CM sur un sous-corps CM stricte de E. Si Σ est primitif alors
h = {α ∈ g, αΣ˜ = Σ˜}.
Soit
h′ := {α ∈ g, Σ˜α = Σ˜} := {α ∈ g, αΣ˜′ = Σ˜′}
avec Σ˜′ := Σ˜−1 = {x−1, x ∈ Σ˜}. Soit E ′ le sous-corps de Ec attache´ a` h′ par
la correspondance de Galois. Alors E ′ est le corps reflex de (E,Σ), c’est un
corps CM. On pose [E ′ : Q] := 2g′. Soit Σ′ l’image de Σ˜′ dans
Hom(E ′,Q) = h′\g.
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Alors Σ′ est un type CM primitif sur E ′. On dit que (E ′,Σ′) est le dual de
(E,Σ). Si (E,Σ) est primitif, alors (E,Σ) est le dual de (E ′,Σ′).
Dans la description (30) de g comme sous-groupe de Cg, le fixateur de Σ
est le sous-groupe des e´le´ments de la forme (1, σ) de g. Soit
gΣ := {σ ∈ g0, s(σ) ∈ (Z/2Z)v}.
Alors h′ = {(1, σ), σ ∈ gΣ} En particulier on a
[E ′ : Q] = 2g′ = 2v[g0 : gΣ].
Remarque 4.2 Si on change le type CM Σ en Σ.b pour b ∈ (Z/2Z)g cela
revient a` conjuguer g dans S2g par b. On change alors la section s(σ) par
multiplication par le cobord bσ(b)(Z/2Z)v dans la description de g comme
sous-groupe de Cg de la proposition 4.1–c.
On utilisera le re´sultat suivant de Dodson ([7] 2.1.2).
Proposition 4.3 Soit E un corps CM de degre´ 2g sur Q. Le cocycle js :
g0 → (Z/2Z)g/(Z/2Z)v de 4.1–c est trivial si et seulement si il existe un type
CM, Σ1 sur E dont le corps reflex E1 est de degre´ 2
v sur Q.
Remarquer que la nullite´ du cocycle js est inde´pendante du choix d’un
type CM Σ au vu de la remarque pre´ce´dente. Noter que dans ce cas l’image
de js dans H2(g0, (Z/2Z)
v) = Ext1(g0, (Z/2Z)
v) est nul. La suite exacte de la
proposition 4.1-a est alors scinde´e. Nous utiliserons la proposition pre´ce´dente
dans le cas suivant
Lemme 4.4 Soit E un corps CM de degre´ 2g contenant un corps quadratique
imaginaire E ′. Alors v = 1 et le cocycle js est trivial.
Dans cette situation E = FE ′ et Ec = F cE ′ donc [Ec : F c] = 2 et
v = 1. Soit Σ′ un type CM sur E ′ et Σ son extension a` E. Avec les notations
pre´ce´dentes Σ˜ = h = Σ˜−1. On en de´duit que E ′ est le corps reflex de (E,Σ)
et que le cocycle js est trivial, d’apre`s la proposition 4.3.
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4.2 Tores de multiplication complexe, le cas du groupe
symplectique.
Fixons la forme biline´aire alterne´e ψg de matrice
Jg =
(
0 −1g
1g 0
)
sur Q2g et notons G = GSp2g le groupe de similitudes symplectiques associe´.
On garde les notations de la section pre´ce´dente concernant le corps de mul-
tiplication complexe E. On peut trouver un e´le´ment ι ∈ E tel que ιρ = −ι.
Ainsi E est muni de la forme Q-line´aire alterne´e
< x, y >= TrE/Q(x
ριy).
On peut alors fixer un isomorphisme symplectique (E,< , >) ≃ (Q2g, ψg).
Soit RE := ResE/QGm,E . L’espace des caracte`res X
∗(RE) s’e´crit alors
X∗(RE) = ⊕φ∈Hom(E,Q)Zφ = ⊕α∈h\gZhα.
Il sera utile de l’e´crire de la manie`re suivante qui fait intervenir le type CM
Σ :
X∗(RE) = ⊕gi=1Z[αi]⊕⊕gi=1Z[αi] = ⊕gi=1Z[αi]⊕⊕gi=1Z[α−i]
ou` l’on a note´ [αi] l’e´le´ment hαi du type CM Σ ⊂ Hom(E,Q) et [α−i] = [αi]
l’e´le´ment hαiρ de Σ
ρ. On a une description identique pour le re´seau X∗(RE)
des cocaracte`res de RE .
Soit UE le sous-tore de RE de´fini par
UE := {x ∈ RE , xxρ = 1}.
Soit GUE le sous-tore de RE en gendre´ par UE et Gm,Q ⊂ RE . Le tore GUE
s’identifie a` un tore maximal de G.
La the´orie de Deligne construit un parame`tre de Hodge h : S→ RE ⊗ R
se factorisant par GUE ⊗ R ⊂ GR.
Le module des cocaracte`res X∗(GUE) de GUE est le sous-module de
X∗(RE) qui se de´crit par
X∗(GUE) = {
g∑
i=1
ni[αi] + n−i[α−i], ni + n−i = nj + n−j pour tout i, j}.
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Le cocaracte`re µ = µh de GUE associe´ au parame`tre de Hodge est dans
cette description µ =
∑g
i=1[αi]. Si on note ei = [αi]− [α−i] on a
X∗(GUE) = Zµ⊕⊕gi=1Zei.
On rappelle que E ′ de´signe le corps reflex de (E,Σ) et que h′ est le sous-
groupe de g associe´ a` E ′ par la correspondance de Galois. Le morphisme de
re´ciprocite´
r : RE′ → RE (31)
se factorise par GUE . Il se de´crit au niveau des cocaracte`res de la manie`re
suivante.
X∗(r) : X∗(RE′) = ⊕β∈h′\gh′β −→ X∗(RE)
h′β 7→
g∑
i=1
hαiβ =
g∑
i=1
hαi.β =
g∑
i=1
[αi.β]
ou` β agit sur {±1,±2, . . . ,±g} via la description de g donne´ a` la proposition
4.1.
On de´finit le sous-module Lµ := X∗(r)(X∗(R′E)) de X∗(GUE). Soit L
′
µ :=
(Lµ ⊗ Q) ∩ X∗(GUE). Alors L′µ est un sous-Z-module galoisien sature´ de
X∗(GUE). Le sous-tore M = MT (µ) de GUE associe´ a` L′µ est le groupe de
Mumford-Tate de µ (ou de h). Par de´finition M est le plus petit Q-sous-
tore de GUE tel que µC se factorise par MC. Le lemme suivant est alors
une conse´quence de l’e´quivalence de cate´gories entre la cate´gorie des tores
alge´briques et celle des Z-modules galoisiens libres de rang fini :
Lemme 4.5 Le morphisme de re´ciprocite´ r est a` noyau connexe si et seule-
ment si Lµ = L
′
µ.
Voici un crite`re simple qui assure la connexite´ de r.
Proposition 4.6 Si dans la suite exacte
1→ (Z/2Z)v → g→ g0 → 1
de la proposition 4.1 on a v = g, alors Lµ = X∗(GUE) et r est a` noyau
connexe.
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Preuve. Dans cette situation le groupe g contient les transpositions τk =
(k,−k) pour k ∈ {1, . . . , g}. On en de´duit que Lµ contient µ − µ.τk = ek.
Donc Lµ = L
′
µ = X∗(GUE) et r est a` noyau connexe.
Ce re´sultat pre´cise un e´nonce´ de Clozel et du premier auteur ( [6], sec.
3.2) ou` le cas ou` g = Cg est obtenu. Noter que ce dernier cas, appele´ “Galois
ge´ne´rique” dans [6] est le cas ge´ne´rique comme explique´ dans ([6], sec. 2).
Proposition 4.7 Si g ≤ 3 le morphisme de re´ciprocite´ r est a` noyau connexe.
Preuve. Le cas g = 1 est bien connu. On a alors E = E ′ et r est un isomor-
phisme.
Dans le cas g = 2, si v = 2, on peut appliquer la proposition 4.6. On peut
donc supposer que v = 1. Le groupe g0 = S2 est engendre´ par la transposition
σ = (1, 2). Le choix de s n’e´tant bien de´fini qu’a` multiplication par ρ pre`s, on
peut supposer que s(σ) = Id ou` que s(σ) est la transposition (1,−1). Dans
le premier cas Lµ = Zµ⊕ Z(e1 + e2) = L′µ et dans le second Lµ = X∗(GUE).
Noter que si le type CM Σ est primitif, le re´sultat de Ribet ([23], 3.5) nous
assure que le rang de Lµ est 3 donc que le premier cas n’intervient pas.
Pour g = 3 on peut comme pre´ce´demment supposer que 1 ≤ v < 3. Le
cas v = 2 est en fait exclu. En effet g0 est soit S3 soit le groupe alterne´e A3.
Dans tous les cas il contient le trois-cycle σ0 = (1, 2, 3). Les seuls points fixes
de σ0 dans son action sur (Z/2Z)
3 sont Id et ρ. Comme σ0 pre´serve (Z/2Z)
v
on trouve que v = 2 est impossible. Pour g = p un nombre premier arbitraire
cet argument montre que p divise 2v − 2.
Quand v = 1, (Z/2Z)v = {Id, ρ} est central dans g. dans cette situation
la suite exacte
1→ {Id, ρ} → g→ g0 → 1
est scinde´e car ρ est de signature −1 donc g ∩ A2g fournit un scindage. La
sous-extension de Ec associe´e a` g ∩A2g est un corps quadratique imaginaire
Q[
√−δ] et intervient comme un corps reflex de E pour un type CM de E. Par
le corollaire 2.1.2 de [7] on en de´duit que le cocycle js : g0 → (Z/2Z)g/{Id, ρ}
de la proposition 4.1 est trivial. Il existe donc b ∈ (Z/2Z)g tel que js(σ) =
bσ(b){Id, ρ} pour tout σ ∈ g0. On peut alors choisir s(σ) = bσ(b).
Si b ∈ {Id, ρ}, s(σ) = Id pour tout σ ∈ g0 alors Lµ est engendre´ par µ et
µρ. On en de´duit que Lµ = Zµ ⊕ Z(e1 + e2 + e3) = L′µ. Dans cette situation
le corps reflex est Q[
√−δ] et le type CM Σ n’est pas primitif par le re´sultat
de Ribet ([23], 3.5).
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Si b /∈ {Id, ρ}, (s(σ), σ) agit sur µ via l’action de b.σ−1(b). On remarque
bσ−10 (b) est une permutation paire non triviale. C’est donc un produit de 2
transpositions. Donc ρbσ−10 (b) = (i,−i) pour un i ∈ {1, 2, 3} et ρbσ−20 (b) =
ρbσ0(b) = (j,−j) avec j 6= i. On en de´duit que Lµ contient ei = µ−µ.(i,−i)
et ej. Comme il contient µ−µ.ρ = e1+e2+e3, on trouve que Lµ = X∗(GUE).
Remarque 4.8 Le lecteur inte´re´sse´ par la complexite´ combinatoire peut re-
garder la table des cas possibles donne´ par Dodson ([7] p.23) dans le cas
g = 4. On peut construire des exemples de corps CM de degre´ 8 et de type
CM Σ tel que L′µ/Lµ ≃ Z/2Z. Par exemple on suppose que g0 ≃ (Z/2Z)2
est le groupe de Klein engendre´ par les doubles transpositions et si on a une
suite exacte scinde´
1→ {1, ρ} → g→ g0 → 1
tel que s(σ) = bσ(b) avec b la transposition (1,−1). Un calcul simple montre
que
Lµ = {
4∑
i=1
niei + rµ|
4∑
i=1
ni ∈ 2Z}
qui est d’indice 2 dans L′µ = X∗(GUE). En particulier r n’est pas a` noyau
connexe dans ce cas.
La proposition suivante montre que l’indice de Lµ dans L
′
µ peut eˆtre
divisible par des entiers arbitrairement grands :
Proposition 4.9 Soit p un nombre premier impair. Il existe un corps CM
E de degre´ 2p et un type CM sur E tel que L′µ/Lµ ≃ Z/(p− 2)Z.
Preuve. Soit F un corps totalement re´el qui est une extension galoisienne de
Q de groupe Z/pZ. De tels F existent comme sous-extensions convenables de
corps cyclotomiques. Soit K un corps quadratique imaginaire et E = FK.
Alors E est un corps CM qui est Galoisien sur Q de groupe Z/2Z × Z/pZ.
Dans cette situation, pour tout type CM sur E, on a la suite exacte scinde´e
1→ {1, ρ} → g→ Z/pZ→ 1
et par le lemme 4.4 le cocycle js : Z/pZ → (Z/2Z)p/Z/2Z est trivial. Il
existe donc a ∈ (Z/2Z)p tel que s(σ) = aσ(a) pour tout σ ∈ Z/pZ. Apre`s
renume´rotation de {1, . . . , p}, on peut supposer que Z/pZ est engendre´ par
le p-cycle (1, 2, . . . , p). On peut par ailleurs par un choix convenable du type
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CM sur E utilisant la remarque 4.2 supposer que a = (1,−1). Un calcul
simple montre alors que Lµ est engendre´ par µ,
∑p
k=1 ek et les (e1 + ei) avec
i ∈ {2, . . . , p}. On ve´rifie alors que Lµ est de rang maximal p + 1 et que
X∗(GUE)/Lµ ≃ Z/(p− 2)Z.
5 Points spe´ciaux des varie´te´s de Shimura.
Dans cette section on commence a` aborder le proble`me de minoration
des orbites Galoisiennes de points spe´ciaux dans les varie´te´s de Shimura. On
conside`re une done´e de Shimura (G,X). On peut sans perte de ge´ne´ralite´
supposer que G est le groupe de Mumford-Tate ge´ne´rique de X . On peut
aussi supposer que K est net. Avec ces hypothe`ses Γ := K ∩G(Q) agit sans
points fixes sur X . On peut aussi sans perte de ge´ne´ralite´ ne s’inte´resser qu’a`
des points de la composante S de ShK(G,X) qui est l’image deX
+×{1} dans
ShK(G,X) (ou` X
+ de´signe une composante connexe de X). On fixe dans la
suite une repre´sentation fide`le G →֒ GLn. Ceci permet de definir les mode`les
entiers de G et de ses sous-groupes alge´briques. On suppose e´galement que
K est le produit K =
∏
pKp ou` Kp est un sous-groupe compact ouvert de
G(Qp).
Soit (T, {h}) ⊂ (G,X) une donne´e de Shimura spe´ciale telle que T est le
groupe de Mumford-Tate de h. On note KT = K ∩ T (Af). La non maxima-
lite´ du sous-groupe compact ouvert KT contribue a` la taile de l’orbite sous
Galois du point spe´cial x = (h, 1). Nous de´crivons le re´sultat pre´cis dans une
premie`re partie puis nous rappelons dans une deuxie`me des re´sultats de Clo-
zel et du premier auteur [6] concernant l’image des morphismes de re´ciprocite´
au niveau des groupes de classes sous des hypothe`ses de connexite´ du noyau
du morphisme de re´ciprocite´.
5.1 Passage de Km
T
a` KT
Proposition 5.1 Soit (G,X) une donne´e de Shimura. Soit K un sous-
groupe compact ouvert de G(Af).
Soit (T, {h}) ⊂ (G,X) une donne´e de Shimura spe´ciale et L le corps de
de´composition de T . On suppose que T est le groupe de Mumford-Tate de
h. Soit KmT le sous-groupe compact ouvert maximal de T (Af) et soit KT =
K ∩ T (Af). Soit r:RL := ResL/QGm,L −→ T le morphisme de re´ciprocite´ et
U l’image de r((Af ⊗ L)∗) dans T (Q)\T (Af)/KmT .
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On a
|Gal(Q/L) · (h, 1)| ≫ Bi(T )|KmT /KT | · |U |
ou` B est une constante uniforme et i(T ) de´signe le nombre de premiers p
tels que KmT,p 6= KT,p.
Lemme 5.2 Soit N le noyau du morphisme naturel
T (Q)\T (Af)/KT −→ T (Q)\T (Af)/KmT
Alors
|N | = c|KmT /KT |
ou` c = c(x) est une constante uniformement borne´e quand x = (h, 1) varie
parmi les points CM de S.
Preuve. Il est facile de voir que
N = (T (Q) ∩KmT )\KmT /KT
Le groupe T (Q) ∩KmT est fini d’ordre borne´ uniforme´ment quand x = (h, 1)
varie parmi les points CM de S. En effet il existe un sous-groupe compact
ouvert net KnetT de T (Af) d’indice uniforme´ment borne´ dans K
m
T . Le groupe
KnetT ∩ T (Q) est trivial car de torsion dans un sous-groupe compact ouvert
net. On en de´duit que |T (Q) ∩KmT | ≤ |KmT /KnetT | donc que T (Q) ∩KmT est
fini d’ordre borne´ uniforme´ment. 
Preuve. Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que le groupe compact
ouvert K est net.
Notons d’abord qu’il suffit de montrer que |Gal(Q/L) ·(h, 1)| est au moins
de la taille de l’image de r((Af ⊗ L)∗) dans T (Q)\T (Af)/KT . En effet, sup-
posons que ce soit le cas. On constate alors que
|Gal(Q/L) · (h, 1)| ≥ |U ||Θ|
ou` Θ est l’image de r((Af ⊗ L)∗) ∩KmT dans KmT /KT . D’apre`s [27], lemme
2.18 , on a
|Θ| ≫ Bi(T )|KmT /KT |
ou` B est une constante uniforme et i(T ) est comme dans l’e´nonce´.
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De´montrons maintenant que |Gal(Q/L) · x| est au moins de la taille de
l’image de r((Af ⊗ L)∗) dans T (Q)\T (Af)/KT . L’inclusion de donne´es de
Shimura (T, {h}) ⊂ (G,X) induit un morphisme de varie´te´s de Shimura :
ShKT (T, {h}) −→ ShK(G,X)
Ce morphisme est de´fini sur le compose´ du corps reflexe de (T, {h}) et celui
de (G,X). De plus, par le lemme 2.2 de [27], ce morphisme est injectif. On en
de´duit que la taille de l’orbite sous Galois de x = (h, 1) est, a une constante
uniforme pre`s, la taille de l’image de r((Af ⊗ L)∗) dans T (Q)\T (Af)/KT .
5.2 Morphisme de re´ciprocite´ a` noyaux connexes
Si T est un tore sur Q, on note π(T ) le groupe T (Af)/T (Q)
− (adhe´rence
topologique), modifiant un peu la notation de Deligne. Si (T, {h}) est une
sous-donne´e de Shimura de (G,X) telle que T est le groupe de Mumford-Tate
de h, et r : RL → T le morphisme de re´ciprocite´ on note rAf/Q : π(RL) →
π(T ) le morphisme induit.
On rappelle que l’on note hT = T (Q)\T (Af)/KmT le groupe de classes de
T . On dispose alors du re´sultat suivant ([6] thm. 3.3).
The´ore`me 5.3 Si (T, {h}) varie parmi les sous-donne´es CM de (G,X) telles
que le noyau
N = ker(r : RL → T ) (32)
est connexe, le conoyau de rAf/Q : π(R) → π(T ) est de taille uniforme´ment
borne´e.
On en de´duit en particulier que le conoyau de r : hRL → hT est uni-
forme´ment borne´ quand (T, {h}) varie parmi les sous-donne´es CM telles que
le noyau de r est connexe. Dans formulation de ([6] thm 3.3) le corps reflex
de (T, {h}) a` la place de L. La preuve donne´e dans ce texte vaut pour L a` la
place du corps reflex. Il est simple de montrer que les e´nonce´s du the´ore`me
pour L et pour le corps reflex sont en fait e´quivalents.
En combinant ce re´sultat avec la proposition 5.1 et le the´ore`me 2.3 on
obtient un des re´sultats principaux que nous avons en vue dans ce texte.
Corollaire 5.4 Soit (G,X) une donne´e de Shimura telle que G est le groupe
de Mumford-Tate ge´ne´rique sur X. Soit K un sous-groupe compact ouvert
de G(Af ). Soit d le rang absolu de G.
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Soit (T, {h}) ⊂ (G,X) une sous–donne´e de Shimura spe´ciale et L le corps
de de´composition de T . On suppose que T est le groupe de Mumford-Tate de
h et que le noyau du morphisme de re´ciprocite´ r : RL → T est connexe. Alors
pour tout ǫ > 0
|Gal(Q/L) · (h, 1)| ≫ Bi(T )|KmT /KT | · |hT | ≥ c(d, ǫ)C i(T )|KmT /KT |D
λ(d)
2
−ǫ
L .
(33)
ou` C est une constante ne de´pendant que de d et i(T ) de´signe le nombre de
premiers p tels que KmT,p 6= KT,p. La constante positive λ(d) est explicite´e dans
la de´finition 3.4 et c(ǫ, d) est une constante strictement positive ne de´pendant
que de d et de ǫ.
En utilisant la proposition 4.7 et le fait que λ(2) = λ(3) = 2
5
, on trouve
le re´sultat suivant qui ge´ne´ralise le cas bien connu g = 1.
Corollaire 5.5 Soit ǫ > 0. Soit x = (h, 1) un point CM du module Ag
des varie´te´s abe´liennes principalement polarise´es de dimension g = 2 ou
g = 3 correspondant a` une varie´te´ abe´lienne simple. Soit T = Tx le groupe
de Mumford-Tate de h. Alors
|Gal(Q/L) · (h, 1)| ≥ c(ǫ)C i(T )|KmT /KT |D
1
5
−ǫ
L . (34)
pour une constante c(ǫ) ne de´pendant pas de x.
Pour g = 1, on a λ(1) = 1 et on retrouve les estimations classiques (en
D
1
2
−ǫ
L ) de la taille du groupe de Picard d’un corps quadratique imaginaire.
Pour obtenir des minorations de l’orbite sous Galois d’un point CM de Ag
on peut en ge´ne´ral se ramener au cas des varie´te´s abe´liennes simples.
Soit (G,X) une donne´e de Shimura et (T, {h}) ⊂ (G,X) une sous–
donne´e de Shimura spe´ciale. On dit que T est Galois ge´ne´rique si l’image
I de Gal(Q/Q) dans Aut(X∗(T )) est maximale (parmi les images possibles
pour un sous-tore de G). Nous faisons re´fe´rence a` ([6] 2.1) pour une de´finition
plus pre´cise. Notons que d’apre`s la proposition 2.1 de [6] les sous-donne´es
spe´ciales Galois ge´ne´rique de (G,X) existent pour tout (G,X), elles sont
meˆme ge´ne´riques en un sens explique´ dans [6]. Il est montre´ dans [6] dans
de nombreux cas que le morphisme de re´ciprocite´ est a` noyau connexe pour
les sous-donne´es de Shimura (T, {h}) ⊂ (G,X) avec T Galois ge´ne´rique.
C’est par exemple le cas si G est Q-simple adjoint de type Bl, Cl et dans
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certains cas de type Dl et Al que le lecteur pourra consulter dans [6]. Dans
tous ces cas si on fait varier le point spe´cial x parmi des sous-donne´es Galois
ge´ne´riques on obtient des minorations inconditionnelles pour la taille de l’ or-
bite sous Galois de x de la forme donne´e dans l’e´quation (33). Nous n’e´crirons
pas l’e´nonce´ le plus ge´ne´ral possible. Retenons seulement le re´sultat suivant
qui concerne Ag qui est une conse´quence des re´sultats pre´ce´dents et de la
proposition 4.6.
Corollaire 5.6 Soit g un entier. Soit A une varie´te´ abe´lienne principale-
ment polarise´e de dimention g. On suppose que End(A) ⊗ Q = E est un
corps CM de degre´ 2g ve´rifiant les hypothe`ses de la proposition 4.6. Soit x
le point spe´cial de Ag associe´ a` A. On dira que x est “suffisamment Galois
ge´ne´rique”. Noter que si x est Galois ge´ne´rique A a la proprie´te´ requise. En
conservant les notations des e´nonce´s pre´ce´dents, quand x varie parmi les
points spe´ciaux suffisamment Galois ge´ne´rique
|Gal(Q/L) · (h, 1)| ≥ c(d, ǫ)C i(T )|KmT /KT |D
λ(d)
2
−ǫ
L . (35)

6 Bornes pour le noyau de re´ciprocite´ sous
GRH.
Dans cette section on ame´liore les bornes pour les orbites de Galois de
points spe´ciaux donne´es dans [30].
The´ore`me 6.1 Admettons l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e pour les corps
CM. Soit (G,X) une donne´e de Shimura et x = (h, 1) un point CM de
ShK(G,X). Soit T le groupe de Mumford-Tate de h.
Soit L le corps de de´composition de T et DL la valeur absolue du discri-
minant de L.
On a
Gal(Q/F ) · (x, 1)≫ Bi(T )|KmT /KT |DµL
ou` µ > 0 est uniforme.
Preuve. L’apparition du facteur Bi(T )|KmT /KT | a e´te´ traite´e pre´cedemment
(c.f. 5.1).
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Soit, comme avant, r:RL −→ T le morphisme de re´ciprocite´ et r: hL −→
hT le morphisme induit par r au niveau des groupes de classes de RL et de
T respectivement. Il suffit de montrer que
|Im(r)| ≫ DµL
La preuve s’inspire de [1] et de [30].
On de´finit, suivant [1], pour un groupe abe´lien H et un entier l, MH(l)
comme e´tant le plus petit entier A tel que pour tout l-uplet (g1, . . . , gl)
d’e´le´ments de H , il existe (a1, . . . , al) ∈ Zn\{0} avec
∑
j |aj| ≤ A ve´rifiant
ga11 · · · gall = 1.
Prenons l = |H| et soit g1, . . . , gl ∈ H . Si gi = 1 pour un certain i, alors
on a une relation multiplicative non-triviale en les gi avec A = 1. Autrement,
on a une relation de la forme gig
−1
j = 1 pour des indices i 6= j. Dans tous les
cas, on a une relation ga11 · · · gall = 1 avec
∑ |ai| ≤ 2. On voit donc que pour
l = |H|, on a
MH(l) ≤ 2.
Prenons maintenant H = hL/ ker(r).
On va de´montrer l’estimation suivante :
MH(l) > c
log(DL)
log(l) + log log(DL)
(36)
ou` c > 0 est une constante uniforme.
Cette estimation implique celle de´sire´e pour |H| :
|H| > D
c/2
L
log(DL)
≫ DµL
avec µ > 0 uniforme.
On va maintenant de´montrer l’ine´galite´ (36). Rappelons quelques notions
et re´sultats de la section 2 de [30]. D’apre`s la proposition 2.2 de [9] on peut
supposer G adjoint. Le morphisme de re´ciprocite´ r:RL −→ T induit une
inclusion X∗(T ) ⊂ X∗(RL) et on a une base canonique deX∗(RL) donne´e par
e´nume´ration des e´le´ments de Gal(L/Q). Il existe une base B de X∗(T ) telle
que les coordonne´es des caracte`res χ de B par rapport a` la base canonique de
X∗(RL), sont borne´es uniforme´ment. De plus comme G est suppose´ adjoint
pour tout caracte`re χ de B, χχ est le caracte`re trivial.
Soit l ≥ 1 un entier et p1, . . . , pl, l premiers qui de´composent T et
a1, . . . , al des entiers relatifs. Pour chaque i, on fixe une place vi de L au
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de´ssus de pi et un ide`le Pi dans (L⊗ Af )∗ qui est l’uniformisante a` la place
vi et 1 ailleurs. Considerons I = P
a1
1 · · ·P alr ⊂ (L⊗ Af)∗ et sa classe I dans
hL. Supposons que I soit dans le noyau de r i.e
r(I) = πk
ou` π ∈ T (Q) et k ∈ KmT . Soit πi = χi(π) ⊂ L∗. Le lemme 2.15 de [30] montre
que Q[π1, . . . , πr] = L.
Soit t une borne uniforme sur les coordonne´es des χi. On voit alors que
π′i := (p
|a1|
1 · · ·p|al|l )tπi ∈ OL et le fait que χiχi est le caracte`re trivial implique
que
|σ(π′i)| ≤ (p|a1|1 · · ·p|al|l )2t
pour tout σ ∈ Gal(L/Q).
Soit nL le degre´ de l’extension L surQ. Comme L est le corps de de´composition
d’un tore de dimension d fixe´, nL est uniforme´ment borne´. On peut choisir
une base b1, · · · , bnL de L sur Q avec bk =
∏d
i=1 π
′
i
ni,k pour des entiers natu-
rels ni,k tels que ni,k ≤ nL. Il suffit de remarquer en effet que pour tout i, les
e´le´ments 1, π′i, . . . , π
′
i
nL sont line´airement de´pendants.
Le fait que les bi sont dans OL et que b1, · · · , bnL forment une base de L
sur Q, implique que Z[b1, . . . , bnL ] est un ordre dans OL. En particulier
|Discr(Z[b1, . . . , bnL ])| ≥ DL (37)
D’autre part, |Discr(Z[b1, . . . , bnL ])| est le de´terminant de la matrice
(
TrL/Q(bibj)
)
.
Par l’ine´galite´ d’Hadamard, si b est un majorant de tous les |TrL/Q(bibj)|,
alors
|Discr(Z[b1, . . . , bnL ])| ≤ c(nL)bnL
ou` c(nL) ne de´pend que de nL (on peut prendre c(nL) = n
nL
L ).
Du fait que |σ(π′i)| ≤ (p|a1|1 · · · p|al|l )2A, on de´duit qu’il existe un entier
uniforme D (ne de´pendant que de nL) tel que
|TrL/Q(bibj)| ≤ (p|a1|1 · · ·p|al|l )D
et donc, par l’ine´galite´ d’Hadamard, apre`s avoir remplace D par DnL
|DiscrZ[b1, . . . , bnL]| ≤ c(nL)(p|a1|1 · · · p|al|l )D
Notons c = 1/c(nL). L’e´quation (37) donne alors :
(p
|a1|
1 · · · p|al|l )D ≥ cDL
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Nous allons maintenant choisir l et pi.
Rappelons une conse´quence du the´ore`me de Chebotarev effectif. Le lec-
teur pourra consulter le Lemme 2.1 de [1] pour une preuve.
The´ore`me 6.2 Admettons l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e. On note πL(x)
le nombre de premiers p totalement decompose´s dans L tels que p ≤ x. Il
existe des constantes absolues (et effectivement calculables) c1 > 0 et c2 > 0
tels que
πL(x) ≥ c2 x
log(x)
pour tout x ≥ c1 log(DL)2(log logDL)4.
Soit maintenant l ≥ 1 un premier.
x = c3l log(l) + c1 log(DL)
2(log logDL)
4
ou` c3 est une constante uniforme que nous allons expliciter. Nous voulons
choisir la constante c3 telle que c2
x
log(x)
≥ l. Notons que (si x ≥ e)
x
log(x)
≥ c3l log(l)
log(c3) + 2 log(l)
.
On a alors c2
x
log(x)
≥ l de`s que c2c3
log(c3)+2
≥ 1. On peut alors par exemple
prendre c3 = max (e,
4
c22
).
On peut trouver p1, . . . , pl de´compose´s dans L et ve´rifiant
pi ≤ x.
Soit maintenant I un e´le´ment comme avant. On note A =
∑l
i=1 |ai|. Ce
qui pre´ce`de donne
AD log(x) ≥ log(cDL)
Par ailleurs, il y a une constante uniforme c5 telle que
log(x) ≤ c5(log(l) + log log(DL))
On obtient donc une borne infe´rieure pour A de la forme souhaite´e. Ceci
ache`ve la preuve de l’ine´galite´ (36) et du the´ore`me.

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